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Miembro, Comité Asesor Miembro, Comité Asesor
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Resumen

Los sistemas HVDC se han popularizado en las últimas décadas debido a las ventajas

que presentan, en compraración con los sistemas en corriente alterna, siendo una de

las principales, es la transmisión en grandes distancias con menos pérdidas. Para tales

estudios de flujo de potencia en HVDC, los métodos usados son iterativos y la mayoŕıa

se basan en el método de Newton-Raphson.

En el presente trabajo se propone el método no iterativo de Inclusión Homórfica

para realizar el flujo de potencia en sistemas HVDC. Primero se desarrolló el modelo del

sistema HVDC de dos estaciones convertidoras, luego se presenta el procedimiento para

el flujo de potencia con el método de Inclusión Homórfica, desarrollando las ecuaciones

necesarias.

El método utiliza la expansión en series de potencia de la tensión, al modelar la

tensión como una función de la variable compleja s, y métodos de continuación anaĺıtica

para obtener el valor numérico de la tensión, mediante la aproximación de Padé.

El análisis se realiza calculando las tensiones en las estaciones convertidoras y se

valida con un sistema de prueba. Los resultados se compararon con los obtenidos me-

diante los métodos iterativos de Gauss-Seidel y de Newton-Raphson. Para tal efecto,

se programaron subrutinas en Matlab, que permiten calcular los coeficientes de la serie

de potencias y la aproximación de padé.

Los resultados muestran que además de ser aplicable, el método de Inclusión Ho-

mórfica requiere menos cálculos, para comprobar la tolerancia especificada, que los

requeridos con los métodos numéricos mencionados. Esto se debe a que el método de

Inclusión Homórfica, por ser recursivo, no requiere repetir los cálculos al aumentar uno

o más coeficientes en la serie, solo se debe calcular el nuevo coeficiente a partir de los

ya obtenidos y aśı sucesivamente.

En el caso tratado aqúı, una aproximación de Padé de orden dos es suficiente para

alcanzar seis decimales de exactitud.

x



Un resultado importante, es que el estudio de flujo de potencia con el método

de Inclusión Homórfica, se puede hacer, tomando en cuenta los diferentes modos de

operación de sistema HVDC.

Como posibles aplicaciones del método para trabajos futuros se tienen; sistemas

HVDC con múltiples estaciones convertidoras, sistemas débilmente condicionados y

estabilidad de tensión.

xi



1 Introducción

1.1 Antecedentes

El problema de flujo de potencia en los sistemas HVDC

Como es bien conocido, el problema del flujo de potencia ha sido estudiado ampliamente

en los sistemas de transmisión de corriente alterna, a través de métodos numéricos

[1, 2, 3]. En años recientes se ha llegado a desarrollar un nuevo método no iterativo

que presenta ventajas con respecto a los métodos iterativos [4].

En el caso de los sistemas de transmisión en corriente continua (HVDC: Hight

Voltage Direct Current, por sus siglas en inglés), el problema se ha estudiado con menos

popularidad, pese a la gran importancia y ventajas que presentan estos sistemas. Esto

se debe a que los métodos no iterativos, aún se encuentran en etapas tempranas de su

desarrollo [5].

Los métodos para resolver el problema del flujo de potencia en HVDC, en su mayo-

ŕıa son los mismos que para el caso de los sistemas en corriente alterna. El método de

Newton-Raphson y sus variantes, aśı como el de Gauss-Sidel, que se han usado tradi-

cionalmente en el caso de los sistemas de corriente alterna, también funcionan con las

mismas ventajas y desventajas para el caso de corriente continua. Una de las desven-

tajas más significativas, es que la convergencia se encuentra condicionada a la elección

del valor inicial [4].

En la última década se han empleado tres métodos para estudiar el flujo de potencia

en sistemas, con enlaces CA-CC (AC-DC: Alterning Current Direct Current, por sus

siglas en inglés); el método Simultaneo, el de Eliminación de Variables y el Secuencial.

Sin embargo, estos métodos también son iterativos y se basan fundamentalmente, en

el método de Newton-Raphson [6].

1



1 Introducción 2

Recientemente se han realizados avances el en estudio del flujo de potencia en siste-

mas con enlaces CA-CC modificando los métodos iterativos. En este aspecto, se puede

mencionar métodos propuestos por [7, 8], que se describen brevemente a continuación

y con más detalle en el caṕıtulo 2.

El método iterativo modificado, llamado Método de Gauss-Seidel Secuencial modi-

ficado, presentado en [7]. Este método se basa en la teoŕıa de inyección de corrientes

nodales en todas las barras del sistema. El sistema CC es tratado por la corriente in-

yectada a las barras donde está conectado y el efecto de la parte CC es reflejado en

barras internas, por la potencia adicional inyectada.

El Método H́ıbrido [8] donde los efectos de la parte CC del sistema se consideran

como una carga dependiente de tensión, con esto, su efecto se toma en cuenta en la

matriz CA Jacobiana del método de Newton-Raphson. Esto se hace representando la

potencia activa y reactiva de la parte CC del sistema como función de la tensión CA

ĺınea a ĺınea.

El método de Inclusión Holomórfica

En el año 2012 se publicó en [4], un nuevo método para resolver las ecuaciones en

estado estacionario del flujo de potencia en corriente alterna. El autor previamente, ya

hab́ıa registrado dos patentes para aplicaciones industriales, en 2009 [9] y 2011 [10].

El método de Inclusión Holomórfica se basa en técnicas del análisis complejo, en

[4], el autor analiza el caso del sistema de dos barras, por lo que, la solución incluye

solamente el modelo de barras de carga PQ. Las barras de tensión controlada no fueron

modeladas.

El Método de Inclusión Holomórfica (EHM: Holomorphic Embedding Method por

su siglas en inglés), ha sido utilizado desde su publicación, para resolver el problema del

flujo de potencia en sistemas de transmisión de corriente alterna, aśı como en sistemas

de distribución [11, 12]. También se ha aplicado el método de Inclusión Holomórfica en

modelos de dispositivos de electrónica de potencia [5].
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Subramanian, Feng y Tylavsky [13], modelaron las barras de tensión controlada PV,

mediante el Método de Inclusión Holomórfica, para resolver las Ecuaciones de Flujo de

Potencia.

Feng y Tylavsky [14], calcularon el punto de equilibrio inestable para un sistema

de potencia de dos barras. El enfoque fue probar que si dicho punto existe, entonces se

garantiza que esa solución es única, si dicha solución no existe también se garantiza el

conocimiento de esta condición.

Subramanian [15], en sus tesis de maestŕıa, describe el método de Inclusión Holo-

mórfica en forma detallada. Desarrolló el método tomando en cuenta los tipos de barras

en el sistema CA, oscilante, PQ y dos modelos para las barras tipo PV. Además imple-

mentó sotfware mediante MATLAB, para resolver el Problema de Flujo de Potencia

en sistemas de 118 barras.

Trias [16] presenta los fundamentos y la motivación del método de Inclusión Holo-

mórfica. Muestra cómo al aplicar una transformación por un escalar a las ecuaciones

del flujo de potencia, estas resultan invariantes, es decir, que las ecuaciones resultantes

presentan la misma forma, pero escaladas por un factor. También explica el uso de

técnicas anaĺıticas, como las series de potencia, y como a través del teorema de Stahl,

sobre la maximidad de la continuación anaĺıtica, se puede obtener la solución al flujo

de potencia por medio de la aproximación de Padé. En esta publicación, se describe

cómo extender el método al caso de las barras PV, que no se consideraron en [4].

En [17], se muestra lo indispensable de la aproximación de Padé, como técnica de

continuación anaĺıtica de funciones complejas, expresadas como series de potencia. Se

propone un método para incluir, en el problema de flujo de potencia, las magnitudes

de tensión con restricciones en el plano complejo, para el modelo de las barras PV.

También demostraron que el método de Inclusión Holomórfica es mejor, que el de

Newton-Raphson, aún incluyendo el modelo de las barras PV.

En [18], se presenta varios modelos para resolver redes generales que incluyen ba-

rras PV. Afirman, que los modelos propuestos no sufren de los problemas numéricos
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que presentan modelos anteriores, [13]. Los modelos fueron probados en sistemas que

inclúıan de 9 hasta 300 barras.

Con una modificación del método, en [19], se aplicó al problema de flujo de potencia.

El método fue desarrollado incluyendo dos variables complejas, α y β, en lugar de solo

la variable s y lo llamaron, Bivariate Holomorphic Embedding (BHEM), de modo que,

para el caso de un sistema de tres barras, con dos barras PQ, cada tensión de barra

PQ tiene su serie potencias. En el sistema de prueba, IEEE-14, los dos parámetros

se usaron para dividir el sistema en dos zonas. Cada serie de potencias fue evaluada

usando la aproximación de Chisholm.

Una de las desventajas de esta variación del método, es la alta complejidad compu-

tacional que limita su aplicabilidad.

En el caso de los sistemas de distribución, Rao y Tylavsky [11] lo aplicaron para

reducir un sistema de distribución radial. El enfoque de esta publicación fue proporcio-

nar un modelo equivalente de dos barras. Los autores exploraron la posibilidad de usar

la solución anaĺıtica obtenida con el método de Inclusión Holomórfica, para determinar

redes equivalentes precisas, aún cuando las condiciones de carga cambian. El estudio

mostró resultados satisfactorios, en comparación con otros métodos para reducción de

redes.

Shukla, Saurabh y Singh [20] aplicaron Optimización por Enjambre de Part́ıculas

y el método de Inclusión Holomórfica para resolver el problema llamado Unit Com-

mitment Problem. Para tal sistema, se consideró las restricciones de igualdad y de-

sigualdad de las diferentes unidades generadores y el flujo de potencia. La metodoloǵıa

usada consistió de dos etapas: la obtención del punto de operación del sistema por

medio del método de Inclusión Holomórfica y la optimización mediante Enjambre de

Part́ıculas. La comparación de los resultados, con los obtenidos mediante el método de

Newton-Raphson, mostró un ahorro considerable en el tiempo de cálculo en la solución

del problema.

En [21], se comparó el método de Inclusión Holomórfica, con otros métodos iterati-
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vos usados para el flujo de potencia. En esta publicación, se usó de forma h́ıbrida. Con

el método de Inclusión Holomórfica, se calaculó los valores iniciales y se refinaron con

el método iterativo, para calcular los nuevos valores.

En [22], implementaron y describieron la formulación básica para el método de

Inclusión Holomórfica. Esto lo hicieron mediante la generación de una interface para

usar los datos de la estructura MATPOWER. Mediante esta, estudiaron siete sistemas

de potencia demostrando la viabilidad de esta herramienta.

En [5] se usó el método de Inclusión Holomórfica en sistemas de corriente continua

para caso de circuitos no lineales y sistemas de distribución. En esa misma publicación

se usó el modelo de un panel fotovoltáıco conectado a un convertidor CC-CC tipo buck

que energiza una carga de potencia constante, donde también se calculó el punto de

operación de un diodo.

Chiang, Wang y Sheng [23] propusieron un nuevo, rápido y flexible método de

Inclusión Holomórfica (FFHE por sus siglas en en inglés) para resolver el problema

de flujo de potencia con ĺımites en la potencia reactiva. Desarrollaron un sistema de

ecuaciones para las barras PV y PQ.

Para implementar el método propuesto, diseñaron un nuevo esquema numérico con

el cual se calcula la solución numérica sin calcular expĺıcitamente la aproximación ra-

cional. La efectividad y viabilidad fue comprobada al usar multiples casos de prueba,

tanto en sistemas de pequeño y de gran tamaño, y encontraron que el método FF-

HE propuesto requiere menos tiempo de ejecución que el método de Newton, para la

mayoŕıa de los casos de prueba. Inclusive, determinaron que el método FFHE es más

efectivo que el método de Inclusión Holomórfica.

Rao y Tylavsky [24] aplicaron el método Inclusión Holomórfica a las ecuaciones de

método de Newton-Raphson para resolver el problema de Flujo de Potencia. Mostraron

el procedimiento para un circuito simple CC y la aplicación a las ecuaciones generales

de los sistemas en CA. Esta formulación funciona bien en sistemas que no sean de gran

de tamaño, ya que, en el sistema probado de 118 barras se requirieron más términos
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en la serie de potencias, que en el caso resuelto directamente con el método Inclusión

Holomórfica.

En [25] usaron el método de Inclusión Holomórfica para encontrar el punto de equili-

brio inestable en sistemas de potencia con varios generadores, resolviendo un problema

equivalente del flujo de potencia, considerando la velocidad de los generadores.

En [26] propusieron un modelo de STATCOM por medio del método de Inclusión

Holomórfica, este modelo puede operar en varios modos de control para regular los

diferentes parámetros del sistema de potencia. Usaron el sistema IEEE 30 para inves-

tigar la factibilidad y las caracteŕısticas de convergencia del modelo propuesto. Con

este concluyeron, para varias condiciones de operación, que su modelo ofrece una única

solución y la convergencia no se ve afectada por cambios en las condiciones iniciales

del sistema; contrario a lo que podŕıa ocurrir al usar métodos numéricos, como el de

Newton-Raphson, esto gracias a que el modelo propuesto ofrece confiabilidad y robus-

tés.

En [27] realizaron el flujo de potencia óptimo aplicado a redes de distribución de baja

tensión en condiciones de desbalance. La metodoloǵıa incluye al método de Inclusión

Holomórfica trifásico, junto con un método de optimización no convexo, para obtener

el punto de operación óptimo, basado en la función objetivo adecuada.

En [28] propusieron un método h́ıbrido de continuación numérica eficiente para

encontrar multiples soluciones en el flujo de potencia, usando el método de Inclusión

Holomórfica, para representar las curvas de solución como funciones holomorfas en el

plano complejo.

En [29] se propone un nuevo enfoque de simulación dinámica basado en el método de

Inclusión Holomórfica en el dominio del tiempo, lo que permite obtener aproximaciones

de alto orden de las dinámicas del sistema, esto mejora la eficiencia en los cálculos

computacionales, evitando problemas en la convergencia. El enfoque incluye un modelo

flexible de generadores śıncronos y controladores.

En [30] se propone un método para obtener la solución anaĺıtica aproximada a las
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ecuaciones del flujo de potencia, para varias condiciones de opereación. El enfoque

es basado en el método Inclusión Holomórfica Multidimensional, desarrollados en [31,

32], y el método de Diferencia de Cociente Multivariable. Con el primero se deriva la

solución anaĺıtica en series de potencia multivariables, para luego obtener la solución en

forma de aproximación de Padé multivariable, con el método de Diferencia de Cociente

Multivariable.

En [33] propone un control remoto de tensión, que se puede aplicar a barras es-

pecificadas del sistema, usando recursos de potencia reactiva; para esto, incluyeron el

concepto de control remoto de tensión en las ecuaciones del flujo de potencia y las

resolvieron usando método de Inclusión Holomórfica.

Pese a los estudios realizados hasta la fecha, además de lo que se ha hecho para

circuitos en corriente continua [5, 24], no se encuentra en la literatura, aplicaciones

del método de Inclusión Holomórfica, en estudios de flujo de potencia para sistemas

HVDC.

1.2 Justificación

En los estudios de flujo de potencia, los métodos matemáticos que se han empleado

son numéricos, aunque son varios los que existen, presentan desventajas comunes. Para

Trias [4] los métodos iterativos tienen, en mayor o menor grado, los mismos problemas

de convergencia, ya sea, que no se garantiza esta, pues depende de la elección de los

valores iniciales; o que el sistema tenga múltiples soluciones y no siempre se puede

controlar a cuál de estas converge la solución. En este aspecto, el método de Inclusión

Holomórfica presenta ventajas considerables, al ser un método anaĺıtico, no se requiere

suponer un valor inicial como se hace con los métodos iterativos, además se reduce el

tiempo de cálculo.

La ventaja más importante del método de Inclusión Holomórfica, es que, asegura

la solución, si la solución no existe, el método permite determinar tal condición.
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Otra motivación para realizar este trabajo, es que al ser un método reciente, no se

ha aplicado al caso del problema de flujo de potencia en sistemas HVDC. Los estudios

realizados con método de Inclusión Holomórfica al caso CC, es para circuitos no lineales

con un enfoque a los sistemas de distribución [5] y una aplicación en combinación con

el método de Newton-Raphson [24].

1.3 Hipótesis

La solución del problema de flujo de Potencia para sistemas HVDC se puede llevar

a cabo mediante el método no iterativo de Inclusión Holomórfica. Se espera que esta

propuesta de solución, presente mejores resultados en el tiempo de procesamiento y en

la exactitud de las variables evaluadas, en comparación a los métodos iterativos.

1.4 Planteamiento del Problema

Actualmente los estudios de flujo de potencia, se encuentran disponibles para el caso de

los sistemas de transmisión en corriente alterna y corriente continua. Además, pese a

la gran cantidad de métodos a disposición [2, 4, 16, 34], estos son iterativos. En el caso

de los sistemas HVDC, los métodos, con algunas modificaciones, son los mismos al caso

de corriente alterna. La similitud en las ecuaciones que modelan el flujo de potencia de

ambos sistemas, tienen impĺıcito la hipótesis de que el tratamiento del problema de flujo

de potencia en corriente continua, puede hacerse con los mismos métodos, por lo que

el método de Inclusión Holomórfica, que es anaĺıtico y presenta ventajas considerables

sobre los iterativos, podŕıa usarse en la solución del flujo de potencia, en los sistemas

de transmisión en corriente continua de alta tensión.

Teniendo en cuenta que en los sistemas de transmisión en corriente alterna, el

modelo matemático ampliamente usado se deduce de la ley de suma de corrientes de

Kirchhoff (1.1),
∑

k=1

Y ikV k =
S
∗

i

V
∗

i

− Y ishV i, (1.1)
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donde la sumatoria se realiza sobre todas las barras incluyendo la barra de oscilante, y

el ı́ndice i indica la barra donde se quiere obtener el fasor de tensión.

Para los sistemas de transmisión en corriente continua el modelo es

n
∑

k=1

GikVk = −Pi

Vi
−GishVi. (1.2)

Las ecuaciones (1.1) y (1.2) presentan la misma estructura, la diferencia esencial está

en que no se tiene reactancias en el caso de corriente continua, solo la parte resistiva,

que se incluye en la matriz de conductancias Gik.

El problema de flujo de potencia en sistemas de transmisión en corriente continua de

alta tensión puede plantearse de tal forma, que se pueda aplicar el método de Inclusión

Holomórfica para su solución, en este punto se considera que el flujo de potencia se da

entre las estaciones convertidoras, esta seŕıa la analoǵıa con los sistemas en corriente

alterna, para el flujo entre las barras, aśı en (1.2), Vk y Vi seŕıan las tensiones del

rectificador y del inversor respectivamente.
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1.5 Objetivos

Objetivo general

Calcular el flujo de potencia en sistemas HVDC, mediante el Método de Inclusión

Holomórfica.

Objetivos espećıficos

1. Determinar el modelo del sistema HVDC, para el cálculo del flujo de Potencia.

2. Determinar las ecuaciones pertinentes del sistema HVDC, para calcular los coefi-

cientes de la serie de potencias de las tensiones.

3. Determinar un método de aproximación, para establecer la función racional que

aproxima la serie de potencias, y de ah́ı el valor de la tensión nodal.

4. Comparar los resultados obtenidos, con otros métodos de solución.

1.6 Alcance

Este trabajo permitirá determinar una metodoloǵıa, para resolver el problema de flujo

de potencia para Sistemas HVDC, mediante un método no iterativo.
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1.7 Metodoloǵıa del trabajo

La realización de este trabajo, se llevó a cabo, mediante dos etapas principales. La

primera fue una etapa preliminar que incluyó la realización de un anteproyecto, la

segunda la realización del Trabajo Final de Graduación.

La primera etapa en la que se realizó el anteproyecto siguió las siguientes fases:

Fase 1

1. Revisión de la literatura, sobre los sistemas de potencia en HVDC.

2. Revisión de la literatura, sobre cálculo del flujo de potencia, de estos sistemas

eléctricos.

Fase 2

1. Revisión de la literatura, sobre el método de Inclusión Holomórfica.

2. Revisión de la literatura, sobre series de potencias y métodos de aproximación.

La segunda etapa se llevó a cabo mediante las siguientes fases

Fase 1

1. Modelado del sistema de potencia en estudio.

2. Resolución del flujo de potencia, mediante método de Inclusión Holomórfica.

3. Validación de los resultados.

Fase 2

1. Realización del informe final.

2. Preparación de la defensa del TFG.
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2.1 Sistemas de Transmisión de Potencia en

HVDC

Los sistemas de transmisión en corriente continua, se usan principalmente para realizar

el transporte de enerǵıa en largas distancias, debido a ciertas ventajas econónicas,

técnicas y ambientales, con respecto a los sistemas de corriente alterna [35, 36].

Entre los primeros trabajos realizados en el tema, se encuentran los de Marcel

Deprez, que en 1881 hizo publicaciones teóricas que llevaŕıan en 1882, a transmitir, en

una distancia de 56 kilómetos, 1.5 kW a 2 kV. Sus trabajos llevarián a R. Thury, a

diseñar la primera ĺınea de transmisión con enlace CA-CC en 1936. La ĺınea abarcaba

230 km, desde Mountiers a Lyon, y transportaba 20 MW a 125 kV [36].

En la dećada siguiente, se hicieron avances importantes y se crearon ĺıneas de trans-

misión en corriente continua, en varias partes del planeta. El enlace de Gotland Suecia,

en 1954, fue la primera en operación comercial, diseñada en principio para transportar

20 MW a 100 kV, a lo largo de 98 km [37].

Desde mediados del siglo XX hasta la fecha, se han realizados grandes avances

en la transmisión de enerǵıa en CC, debido al avance en la electrónica de potencia.

La importancia de esta tecnoloǵıa radica, en que el proceso de transmición se realiza

convirtiendo la enerǵıa de corriente alterna a corriente continua, y luego a corriente

alterna, mediante dispositivos que forman parte del sistema de transmisión de potencia

en corriente continua, los cuales son electrónicos. En la figura 2.1, se muestra el esquema

simplificado de un sistema de transmisión de corriente continua, donde los componentes

de dicho sistema, son los interruptores, transformadores de corriente, reactores, filtros

de armónicos, fuentes de potencia reactiva, convertidores y la ĺınea de transmisión [38].

12
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Icc

InversorRectificador Ĺınea CAĹınea CA

Ĺınea CC

Figura 2.1: Esquema de un sistema de transmisión de Corriente Continua. Adaptado
de [38]

Los convertidores son los principales componentes, ya que, es donde se realiza el

proceso de conversión. Estos son el rectificador y el inversor, que acontinuación se

describe brevemente su funcionamiento.

Funcionamiento del rectificador

El rectificador recibe la enerǵıa en corriente alterna, y la convierte en corriente directa.

El proceso ocurre mediante puentes de rectificación en el interior del rectificador. El

esquema de un rectificador se muestra en la figura 2.2.

T1

T2

T3

T4

T5

T6

Id

Vcc

Ld

Lc
va

vb

vc

Figura 2.2: Esquema de un rectificador. Adaptado de [39].

Para determinar la tensión en corriente continua Vcc, a la salida, se puede observar

en la figura 2.3 las gráficas de las tensiones de las tres fases y la tensión de salida del

rectificador, la cual depende del valor del ángulo de retardo α, también llamado ángulo

de ignición o ángulo de disparo, y que es el tiempo expresado en grados eléctricos,
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cuando se le indica a los tiristores que se enciendan para que se genere una tensión en

la salida. Esto se logra, al hacer llegar una señal de disparo por la puerta de control,

siempre que la diferencia de tensión entre el ánodo y el cátodo sea positiva [6].

En el rectificador, los diodos conducen por parejas, aśı, mientras dos están encendi-

dos los restantes están apagados. El intervalo de conducción se da donde las diferencias

en las ondas de tensión sea mayor. Por ejemplo, si los diodos T1 y T2 conducen a la vez,

el instante de conmutación se da cuando las ondas se intersecan. Tomando en cuenta

el ángulo de retardo α, el intervalo de conducción es α− π
3
, π
3
+ α.

, , , , , , , 

Vcc

Vab VbaVac VcaVbc VcbVcb

α

Van Vbn Vcn

ωt

ωt

ωt
π −π

TT

TT

TT

T

TTTTTTTT TTTTTT

1

11

2

22

3

33

4

44

5

5 55

66

666

vCAfase

Figura 2.3: Tensiones de fase y tensión del rectificador. Adaptado de [40].

El valor promedio Vcc de la tensión, se obtiene por simple integración de la función

de la tensión

Vcc =
1

2π/3

∫ α+π

3

α−π

3

V sin (θ) dθ = Vdr cos a

donde V es el valor pico de la tensión fase-fase, y Vdr para el rectificador, es la

tensión ideal sin carga y está dado por (2.1), [7, 39, 41, 42].

Vdr =
3
√
2

π
arvacr. (2.1)

Donde ar es la relación de transformación y vcar es la tensión CA de ĺınea de la barra

a la que está conectado el rectifcador.
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El proceso de conversión no es ideal, puesto que, debido al proceso de aconmutación

se tiene una cáıda de tensión [43] igual a (3Xcr/π) Id, donde Xcr es la reactancia de

conmutación [36, 43], la cual es una reactancia ficticia que no consume potencia.

Además el término 3Xcr/π = Rcr, se conoce como resistencia de conmutación de

rectificador [39].

Al tener en cuenta la reactancia de conmutación se tiene que la tensión Vr a la

salida del rectificador, está dada por

Vr = Vdr cos a− (3Xcr/π) Id. (2.2)

Funcionamiento del inversor

El inversor se encarga de convertir la enerǵıa de corriente continua, transmitida desde

el rectificador, a corriente alterna. El funcionamiento del inversor es similar al del

rectificador, es decir, un rectificador que opera con α < 90◦, funciona como inversor

[6].

En el caso del inversor, se define un ángulo de extinción γ tal que γ+β+µ = 180◦;

siendo β es el ángulo de avance, y γ es el ańgulo de conmutación. Aśı, la tensión del

inversor está dada por

Vi = Vdi cos γ − (3Xci/π) Id, (2.3)

siendo

Vdi =
3
√
2

π
aivaci. (2.4)

El flujo de potencia en sistemas HVDC

La potencia que se transmite en un sistema de transmisión en corriente continua de

alta tensión, está dada por la simple relación (2.5)

PCC = V Id, (2.5)
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donde la corriente se determina, por la diferencia de tensiones entre las estaciones

convertidoras,

Id =
Vr − Vi

RL

, (2.6)

siendo RL es la resistencia de la ĺınea.

Ahora bien, si la ecuación (2.5) se aplica tal cual para el rectificador, en el caso del

inversor, al considerarse las pérdias RLI
2, la potencia en las terminales del rectificador

y del inversor, respectivamente, están dadas por:

Pr = VrI (2.7)

Pi = Pr − RLI
2
d . (2.8)

De esta forma la corriente se puede escribir, en términos de las tensiones de las estacio-

nes convertidoras, sus resistencias y la resistencia de ĺınea [44], para esto, se sustituyen

(2.2) y (2.3) en (2.6)

Id =
Vdr cos a−RcrId − Vdi cos γ +RciId

RL

RLId = Vdr cos a− RcrId − Vdi cos γ +RciId

RLId +RcrId −RciId = Vdr cos a− Vdi cos γ

(RL +Rcr − Rci) Id = Vdr cos a− Vdi cos γ

despejando Id en la última ecuación,

Id =
Vdr cos a− Vdi cos γ

RL +Rcr − Rci
. (2.9)

La ecuación (2.9) puede sustituirse en (2.5) para obtener la potencia transmitida.

El rectificador absorbe potencia reactiva durante el proceso de conversión, si las

pérdidas en el transformador del rectificador son despreciadas, la potencia en CC y la

potencia en CA son iguales, Pr = PCA, de modo que la potencia reactiva absorbida por

el rectificador está, dada por (2.10).

Qr = |Pr tanϕr| , (2.10)
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donde ϕr es el ángulo de fase entre la tensión CA y la componente fundamental de la

corriente CA de la barra en la que se encuentra el rectificador [43].

ϕr =
Vr

Vdr

. (2.11)

En el caso del inversor se tienen las ecuaciones análogas (2.12), (2.13), [7, 39].

Qi = |Pi tanϕi| . (2.12)

ϕi =
Vi

Vdi
. (2.13)

2.2 Métodos de flujo de potencia en sistemas

HVDC

Los métodos usados en estudios de flujo de potencia, en sistemas HVDC, son en su

mayoŕıa, variaciones del método de Newton-Raphson [4, 5, 6, 20]. Con estos métodos,

se analizan los sistemas HVDC incluyendo la parte en corriente alterna, por lo que, si

el sistema tienen gran cantidad de barras CA y de estaciones convertidoras, el cálculo

requiere mayor capacidad de procesamiento, debido a una mayor cantidad de variables

que se deben introducir en la matriz Jacobiana, del método de Newton-Raphson. Estas

variables son las que enlazan los dos sistemas, el CA y el CC [42, 45].

Otros métodos, como el de Gauss-Seidel, al ser iterativos, también requieren de

una buena capacidad de procesamiento, en casos de sistemas de gran tamaño. Además

presentan la desventaja, de que la convergencia del método queda condicionada a la

elección del valor inicial [4, 5, 34].

En esta sección se describen estos métodos para el calculo de flujo de potencia para

sistemas HVDC.

El método de Newton-Raphson

Es un método iterativo usado en la solución de ecuaciones no lineales, es el de mayor

uso debido a que presenta propiedades de convergencia cuadrática, esto quiere decir

que la convergencia es más rápida en comparación con otros métodos iterativos [2].
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El método se basa en el Teorema de Taylor para linealizar las ecuaciones en cada

iteración, que en su forma escalar, el valor de la incognita se determina por (2.14).

xn+1 = xn −
f (xn)

f ′ (xn)
. (2.14)

Para el análisis de flujo de potencia en sistemas con multiples barras, x es un vector de

las variables de estado, aśı la derivada que se encuentra en denomidador, es la derivada

de un campo vectorial, por lo tanto, es una matriz y es llamada matriz Jacobiana.

En el caso de aplicación al flujo de potencia en sistemas HVDC, si se considera el

modelo de la ecuación (2.6) de dos estaciones convertidoras,

Id =
Vr − Vi

RL
,

Pi

Vi
=

Vr − Vi

RL

reescribiendo

V 2
i − VrVi +RLP = 0

aśı,

f (Vi) = V 2
i − VrVi +RLP

f ′ (Vi) = 2Vi − Vr

al sustituir en (2.14),

V k+1
i = V k

i − (V 2
i )

k − VrV
k
i +RLPi

2V k
i − Vr

, (2.15)

k corresponde al número de iteración.

La ecuación (2.15) permite determinar la tensión del inversor, y en el caso del

rectificador, se puede reescribir la ecuación (2.6) en la forma (2.16),

Pr

Vr
= −Vi − Vr

RL
(2.16)
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y de forma análoga, se obtiene la ecuación iterativa para la tensión en el rectificador

V k+1
r = V k

r − (V 2
r )

k − ViV
k
r +RLPr

2V k
r − Vi

. (2.17)

Las tensiones en las barras del rectificador e inversor se determinan también, con

el método de método de Newton-Raphson, aunque no forma parte de los objetivos del

presente trabajo el análisis de flujo de potencia en CA, es importante mencionar que

con el método de Newton-Raphson, se determinan los errores en cada iteración para

calcular la tolerancia de los valores obtenidos, a través de las ecuaciones (2.18) y (2.19).

El proceso continua, hasta alcanzar una exactitud especificada, de las magnitudes de

las tensiones en las barras donde se encuentran conectadas las estaciones convertidoras

[6].

δk+1
i = δki +∆δki (2.18)

|Vi|k+1 = |Vi|k +∆ |Vi|k (2.19)

El método de Gauss-Seidel

Este es un método iterativo que se basa en la ley de corrientes nodales, en todas las

barras y las estaciones convertidoras. Las corrientes de los terminales en CC son inte-

gradas en las ecuaciones CA en las barras en las cuales están conectadas las estaciones

convertidoras. Se parte de un valor inicial de tensión, para obtener los valores reque-

ridos, si no obtiene la exactitud deseada, los valores calculados se reemplazan para

obtener nuevos valores. Aśı se continua, hasta que la solución converja [2].

En comparación con el método de Newton-Raphson, requiere menos memoria de

almacenamiento, pero la convergencia es más lenta [4].

En este método se hacen las siguientes suposiciones [7]:

• El enlace en CC integrado en el flujo de potencia CA, se representa por una

inyección de potencia constante en las dos barras terminales del sistema CA.
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• Las ondas de tensión en las barras son formas de onda sinusoidales a frecuencia

constante.

• Las tensiones y corrientes en CC son filtradas.

• Las pérdidas en los transformadores son ignoradas y los convertidores operan

perfectamente balanceados.

Con estas suposiciones, las ecuaciones del método son semejantes a las ecuaciones

en los estudios de flujo de potencia de los sistemas CA.

En este caso se inicia con la corriente inyectada en la barra k,

Ik =
Pk − jQk

V ∗
k

(2.20)

Ik = (Yk1V1 + Yk2V2 + YkkVk + . . .+ YknVn) + Ipr + If (2.21)

donde Ykn es la admitancia entre los nodos k y n.

Igualando (2.20) y (2.21),

Pk − jQk

V ∗
k

= (Yk1V1 + Yk2V2 + YkkVk + . . .+ YknVn)− Ipr − If ,

al despejar Vk,

Vk =
Pk − jQk

V ∗
k

− (Yk1V1 + Yk2V2 + . . .+ YknVn)− Ipr − If

=
1

Ykk

[

Pk − jQk

V ∗
k

− (Yk1V1 + Yk2V2 + . . .+ YknVn)− Ipr − If

]

.

Tomando en cuenta que

Ik =
N
∑

n=1

YknVn − Ipr − If

la expresión general para la tensión Vk en la barra del rectificador, se puede determinar

por (2.22),

Vk =
1

Ykk







Pk − jQk

V ∗
k

−
N
∑

n=1
n 6=k

YknVn − Ipr − If






, (2.22)
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con If = jbfrVk.

Para la tensión en la barra del inversor se tiene la expresión (2.23),

Vk =
1

Ykk







Pk − jQk

V ∗
k

−
N
∑

n=1
n 6=k

YknVn + Ipi − If






, (2.23)

con If = jbfiVk.

Una vez calculadas las tensiones en las barras de las estaciones convertidoras, se

usan las ecuaciones de la sección 2.1, para determinar las demás variables y completar

el flujo de potencia.

El método secuencial

Este método fue introducido a finales de la década de los 70’s y principios de los 80’s, el

cual es de implementación fácil y rápida. Las ecuaciones del flujo de potencia en CA y

CC, se resuelven en forma separada en cada iteración [8, 46]. Primero se introducen los

parámetros y condiciones iniciales, y se resuelven las ecuaciones CC para determinar los

ángulos de factor de potencia, esto permite determinar las potencias activas y reactivas

de la parte en CC y de las las barras en CA donde están conectadas las estaciones

convertidoras, luego el flujo de potencia en CA se resuelve usando el método de Newton-

Raphson [46]. El resolver en forma separada las ecuaciones CA y CC, permite que no

se modifique la matriz Jacobiana de CA y ambos sistemas pueden tener diferentes

algoritmos de flujo de potencia [47]. El sistema CA-CC completo, se resuelve al realizar

una iteración en las ecuaciones del sistema CA y despúes hacer converger el sistema en

CC iterativamente hasta que ambos partes, CA y CC, converjan [6].

En este método, es importante tener en cuenta que se hacen algunas suposiciones

[46]:

• Se controla la tensión DC con un cierto ángulo de control mı́nimo.

• Se supone continuidad en la razón de transformación.
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• Los márgenes de tensión fijados en los terminales con un control programado de

corriente o de potencia.

• Se supone que el sistema CC es multiterminal.

El método unificado

Las ecuaciones no-lineales de flujo de potencia de los sistemas CA y CC son combinadas

en un solo conjunto, para ser resueltas a la misma vez, con el método de Gauss-Seidel

o el de Newton-Raphson [8, 48].

Para representar el efecto de HVDC y FACTS, estos se consideran como ramas

entre dos nodos de la red CA y la ĺınea de transmisión HVDC, se representa como un

generador y una carga.

Las suposiciones hechas en este método son [8, 46]:

• La red lineal, bilateral y balanceada.

• Las magnitudes de todas las tensiones son iguales a 1 p.u.

• La resistencia de la ĺıenea es despreciable.

Una de las principales ventajas de este método, es que los enlaces CC entre los

nodos CA, pueden ser fácilmente modelados, sin embargo, el cálculo puede ser lento.

El método de eliminación de variables

El algoritmo para la solución de las ecuaciones del sistema CA se hace mediante el

método de Newton-Raphson. Se eliminan las variables en CC y se derivan expresiones de

la potencia activa y reactiva en los nodos CA, donde están las estaciones convertidoras,

con esto se debe modificar la matriz Jacobiana de las variables CA [6].



2 Marco teórico 23

2.3 El método de Inclusión Holomórfica

El método de Inclusión Holomórfica (EHM), se basa en técnicas de análisis de variable

compleja, consiste en incluir un pequeño problema dentro de un gran problema con

variables complejas, garantizando que el modelo resultante es anaĺıtico [4, 14].

A diferencia de los métodos que se han usado tradicionalmente, para resolver el

problema del flujo de potencia, este método no es iterativo, y se disminuye el tiempo

de cálculo, con respecto a los métodos iterativos.

En esencia, problema del flujo de potencia, se resuelve escribiendo la tensión como

una función de la variable compleja s, esto es V (s), y luego como la serie de potencias

de esa función [22, 24]. La serie se aproxima como una función racional, usando algún

método de continuación anaĺıtica [16], de modo que el valor de la tensión, se expresa en

forma anaĺıtica. Para obtener el valor numérico de dicha variable, se evalúa la función

racional en s = 1. El proceso se realiza en forma simultánea, para todas las tensiones

del sistema, y aśı determinar los coeficientes de la serie de potencias.

La aplicación del método, se lleva a cabo mediante los siguientes pasos [34].

1. Calcular el valor del primer coeficiente de la serie.

2. Calcular los demás coeficientes de la serie.

3. Determinar la función racional de la serie.

4. Evaluar la función obtenida en el paso anterior en el valor s = 1.

Para exponer el método, se desarrolla la deducción de las ecuaciones necesarias y

la notación que se usa, es semejante a las utilizadas en [4, 49].

Para determinar las ecuaciones del método, se parte de la relación de la corrien-

te inyectada en cada nodo. En este caso, en sistemas de transmisión de potencia en

corriente alterna, esta relación está dada por (2.24)

n
∑

k=1

Y ikV k =
S
∗

i

V
∗

i

− YishVi (2.24)
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para i = 1, 2, 3, . . . , n.

En el caso de sistemas en corriente continua, que constan de dispositivos lineales y

cargas de potencia constante, la relación es análoga [5] y está dada por (2.25),

n
∑

k=1

GikVk = −Pi

Vi
−GishVi (2.25)

para i = 1, 2, 3, . . . , n, donde Gik es la matriz de conductancias del sistema y Gish

representa las conductancias en derivación y cargas resistivas. Además el signo negativo

en el término Pi

Vi

, indica la convensión pasiva.

El primer paso en la deducción de las ecuaciones del método, es escribir la tensión

como una función de variable compleja [4, 23], e incluir el parámetro s en (2.25),

obteniéndose
n
∑

k=1

GikVk (s) = − sPi

Vi (s)
−GishVi (s) , (2.26)

i = 1, 2, 3, . . . , n.

La ecuación (2.26) es la base para aplicar el método de Inclusión Holomórfica, ya

que, dicha expresión ahora está escrita con el parámetro adicional s. Esto es lo que se

conoce como inclusión, en lo que al método respecta [4].

La forma en que se escoge incluir el parámetro s no es arbitraria, pese a que hay

infinitas formas de hacerlo [24], se debe seleccionar de manera tal, que al evaluar s = 1

en (2.26), se recobre el problema original (2.25) [16, 49, 50].

Ahora bién, como se mencionó anteriormente, la función de la tensión se escribe

como una serie de potencias, de la forma (2.27).

V (s) =

∞
∑

n=0

cns
n. (2.27)

Al sustituir (2.27) en (2.26)

n
∑

k=1

(

Gik

∞
∑

n=0

ci,ns
n

)

= − sPi
∑∞

n=0 ci,ns
n
− sGish

∞
∑

n=0

ci,ns
n. (2.28)

La ecuación (2.28) se puede expandir para obtener los coeficientes cn por simple com-

paración de las potencias correspondientes, de cada término sn, sin embargo, se tiene la
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serie 1/
∑∞

n=1 ci,ns
n, inversa de la serie de V (s) , al denotar Wi (s) = 1/

∑∞
n=1 ci,ns

n =
∑∞

n=1wi,ns
n, es claro que Vi (s)Wi (s) = 1, entonces

(

∞
∑

n=0

ci,ns
n

)(

∞
∑

n=0

wi,ns
n

)

= 1. (2.29)

El lado izquierdo en la ecuación (2.29) es una convolución, que se puede escribir como

la ecuación (2.30), donde su desarrollo se muestra en el anexo A.1.

∞
∑

n=0

(

n
∑

j=0

wi,jci,n−j

)

sn = 1 (2.30)

Evaluando los coeficientes para n = 0, 1, 2, . . ., se triene que:

0
∑

j=0

wi,jci,n−j = wi,0ci,0 = 1 ⇒ wi,0 =
1

ci,0

1
∑

j=0

wi,jci,1−j = wi,0ci,1 + wi,1ci,0 = 0 ⇒ wi,1 = −wi,0ci,1
ci,0

2
∑

j=0

wi,jci,2−j = wi,0ci,2 + wi,1ci,1 + wi,2ci,0 ⇒ wi,2 = −wi,0ci,2 + wi,1ci,1
ci,0

...

de donde se obtiene,

wi,0 =
1

ci,0
wi,n = − 1

ci,0

n−1
∑

j=0

wi,jci,n−j. (2.31)

Con los coeficientes de la serie Wi (s), se puede sustituir en (2.28) y al desarrollar para

n = 1, 2, . . .

n
∑

k=1

(

Gik

∞
∑

n=0

ci,ns
n

)

= −sPi

∞
∑

n=0

wi,ns
n − sGish

∞
∑

n=0

ci,ns
n

n
∑

k=1

(

Gik

(

ci,0 + ci,1s+ ci,2s
2 + ...

))

= −sPi

(

wi,0 + wi,1s+ wi,2s
2 + ...

)

(2.32)

−sGish

(

ci,0 + ci,1s+ ci,2s
2 + ...

)
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donde por comparación en (2.32), se tiene

n
∑

k=1

Gikci,0 = 0

n
∑

k=1

Gikci,1 = −Piwi,0 −Gishci,0

n
∑

k=1

Gikci,2 = −Piwi,1 −Gishci,1

...
n
∑

k=1

Gikci,n = −Piwi,n−1 −Gishci,n−1

por lo que el coeficiente cn (n ≥ 1) se puede obtener mediante (2.33),

n
∑

k=1

Gikci,n = −Piwi,n−1 −Gishci,n−1. (2.33)

De esta forma, la solución obtenida al resolver

n
∑

k=1

Gikci,0 = 0 (2.34)

es llamada germ, y corresponde al caso en que no hay carga conectada al sistema, ni

generación.

En resumen, la serie de potencias de la tensión queda establecida, al determinar los

coeficientes con las ecuaciones (2.31), (2.33) y (2.34). Por otro lado, como las ecuaciones

son recursivas, se debe encontrar el coeficiente cn para determinar wn, y luego se puede

obtener el coeficiente cn+1 y aśı sucesivamente.

El siguiente paso, en la solución del problema de flujo de potencia en HVDC, consiste

en aproximar la serie a una función racional, usando alguna técnica de continuación

anaĺıtica. En este trabajo se usa el método de Aproximación de Padé, debido a que

presenta mayor exactitud para aproximar una serie que otros métodos [4, 34, 50, 51]. El

procedimiento para encontrar la forma racional de una función se explica en la sección

2.4
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2.4 Aproximación de Padé

El método de aproximación de Padé es usado para aproximar una función, mediante

una función racional. En el caso de este trabajo, es esencial para obtener el resultado

final, ya que, el método de Inclusión Holomórfica es aplicable, debido a que se puede

realizar una aproximación de la función desarrollada en serie de potencias, a una función

racional.

El procedimiento para obtener la función racional se describe a continuación.

Sea f(s) una función de variable compleja y diferenciable en cada punto de su

dominio, al escribir f(s) como una serie de potencias se obtiene la forma (2.35),

f (s) = c0 + c1s+ c2s
2 + . . . =

∞
∑

n=0

cns
n. (2.35)

Al truncar la serie en el orden k, la serie truncada (2.36) se puede escribir como

una función racional [17], de la forma (2.37),

f (s) = c0 + c1s+ c2s
2 + . . .+ cks

k =

k
∑

n=0

cns
n. (2.36)

f[M/N ] =
a0 + a1s+ a2s

2 + . . .+ aMsM

b0 + b1s+ b2s2 + . . .+ bMsN
, (2.37)

donde f[M/N ] se denomina aproximación de Padé, con k = M +N .

Se puede escribir (2.37) en forma compacta (2.38), que es útil para trabajar en

lenguajes de programación.

f[M/N ] =

M
∑

i=0

ais
i

N
∑

i=0

bis
i

. (2.38)

Los coeficientes ai y bi son tales que, f[M/N ] y la serie original coincidan hasta el

orden k [52, 53], esto se expresa matemáticamente por la ecuación (2.39).

k
∑

n=0

cns
n = f[M/N ] +O

(

sM+N+1
)

s→0
. (2.39)
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El problema de aproximar la serie a la función racional, se reduce a determinar los

coeficientes ai y bi (i = 0, 1, 2, . . .) [54, 55]. Para esto, se igualan la serie (2.36) y la

función racional (2.37) [56], de forma que se tiene

c0 + c1s+ c2s
2 + . . .+ cns

n + . . .+ cM+Ns
M+N =

a0 + a1s+ a2s
2 + . . .+ aMsM

b0 + b1s+ b2s2 + . . .+ bMsN

multiplicando por b0 + b1s+ b2s
2 + . . .+ bMsN

(

c0 + c1s+ c2s
2 + . . .+ cns

n + . . .+ cM+Ns
M+N

) (

b0 + b1s+ b2s
2 + . . .+ bMsN

)

= a0 + a1s+ a2s
2 + . . .+ aMsM

al realizar las operaciones en el lado izquierdo e igualar los coeficientes [55], se obtiene

el sistema (2.40),

b0c0 = a0

b0c1 + b1c0 = a1

b0c2 + b1c1 + b2c0 = a2
...

b0cM + b1cM−1 + b2cM−2 + . . .+ bMc0 = aM (2.40)

...

b0cM+1 + b1cM + b2cM−1 + . . .+ bM+1c0 + . . .+ bNcM−N+1 = 0

...

b0cM+L + b1cM+N−1 + b2cM+N−2 + . . .+ bNcM = 0,

el cual, es un sistema de M +N + 1 ecuaciones, con M +N + 2 incógnitas.

Tomando b0 = 1 se tiene un sistema con igual número de ecuaciones e incógnitas,
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que al escribirse en forma matricial, queda de la forma (2.41).























cM cM−1 cM−2 . . . cM+N−1

cM+1 cM cM−1 . . . cM+N−2

...
...

...
...

cM+N−2 cM+N−3 cM+N−4 . . . cM−1

cM+N−1 cM+N−2 cM+N−3 . . . cM
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b2
...

bM−1

bM























= −























cM+1

cM+2

...

cM+N−1

cM+N























.

(2.41)

Del sistema matricial (2.41), se obtienen los coeficientes bi, con estos se pueden obtener

los coeficientes ai por simple sustitución en (2.40).

Para el caso M = N se tiene que a0 = c0, y según [54], los coeficientes ai y bi

satisfacen las ecuaciones (2.42) y (2.43),

N
∑

m=1

bmcN−m+k = −cN+k, k = 1, . . . , N. (2.42)

k
∑

m=0

bmck−m = ak, k = 1, . . . , N. (2.43)



3 Procedimiento de solución al

flujo de potencia en HVDC

3.1 Diagrama de flujo

En la figura 3.1, se muestra el diagrama de flujo del procedimiento para la de solución

al flujo de potencia en HVDC, con el método de Inclusión Holomórfica. Los pasos se

describen a continuación.

• El paso 1, consiste en leer los parámetros del sistema, estos son: resistencia de

ĺınea y las variables especificadas según el modo de operación, las demás variables

son las incógnitas.

• El paso 2, consiste en incluir la variable compleja s en la ecuación del flujo de

potencia (2.25), obteniéndose la ecuación (2.26), para luego sustituir la tensión

V (s), por su serie de potencias y obtener la ecuación (2.28).

• El el paso 3, se determina la solución “germ”, esto es, el coeficiente c0.

• El el paso 4, se usa la fórmula de convolución (2.29), para deducir las fórmulas

(2.31), que sirven para calcular los coeficientes de la serie inversa.

• El el paso 5, se usa la ecuación (2.33), para deducir la fórmula recursiva para el

cálculo de los coeficientes cn+1 de la serie de tensión.

• El el paso 6, se aproxima la serie de tensión a una función racional usando la

aproximación de Padé. El procedimiento se describe en la sección 2.4, y se pueden

programar las ecuaciones (2.42) y (2.43), para el caso M = N .

30
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• El el paso 7 se sustituye s = 1 en la función racional del paso 6, para obtener el

valor numérico de la tensión en CC, si se ha logrado la tolerancia especificada,

• El el paso 8, si se alcanzó la tolerancia especificada, se continua con el paso 9, en

caso contrario, se continua con el paso 10.

• El el paso 9 se da resultado final.

• El el paso 10, si no se alcanzó la tolerancia especificada, se calcula una mayor

cantidad de coeficientes en la serie.
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Inicio

Leer datos

Incluir el
parámetro s

Calcular c0

Calcular wi

Calcular ci

Aproximación
de Padé

Evaluar en
s = 1

Tolerancia
especificada

Calcular más
coeficientes
de la serie

NO

SÍ

Resultado

Fin

1©

2©

3©

4©

5©
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7©

8©
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10©

Figura 3.1: Diagrama de flujo del método de Inclusión Holomórfica.
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3.2 Cálculo de la tensión en el inversor

Para resolver el problema de flujo de potencia en sistemas HVDC, se parte del modelo

para la corriente que fluye entre las estaciones convertidoras Id. En la figura 3.2 se

muestra el circuito equivalente, donde es fácil notar que la corriente está dada, por la

diferencia de tensiones del rectificador e inversor, y por las resistencias de conmutación

y la resistencia de ĺınea, dicha corriente se modela por la ecuación (3.1),

Id =
Vdr cosα− Vdi cos γ

RL +Rcr − Rci
. (3.1)

Sin embargo, para el estudio del flujo de potencia realizado en este trabajo, es conve-

niente escribir la corriente en la forma (3.2). Esta expresión para la corriente, se obtiene

al sustituir Vr = Vdr cosα−RcrId y Vi = Vdi cos γ−RciId en (3.1) y despejar Id, también

se puede obtener por simple inspección del circuito de la figura 3.2.

Id =
Vr − Vi

RL
. (3.2)

+ +
Vdr cosα Vdi cos γVr

Id

RLRcr −Rci

Vi

Figura 3.2: Circuito equivalente de un sistema HVDC. Adaptado de [7, 43].

Al escribir Id =
Pi

Vi
en (3.2),

Pi

Vi
=

Vr − Vi

RL
.

Multiplicando por
RL

Vi

se obtiene,

PiRL

V 2
i

=
Vr

Vi
− 1. (3.3)
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Usando el par de transformaciones (3.4) en la ecuación (3.3) y al reescribir se llega la

ecuación (3.5).

Ui =
Vi

Vr

σ =
PiRL

V 2
r

(3.4)

σV 2
r

V 2
i

= U−1
i − 1

σ
(

U2
i

)−1
= U−1

i − 1

1 = U−1
i − σU−2

i

Ui = 1− σU−1
i (3.5)

Para resolver con el método de Inclusión Holomórfica, se escribe Ui como una función

Ui (s) y se introduce el parámetro s en (3.5), para obtener (3.6),

Ui (s) = 1− σsU−1
i (s) . (3.6)

Ahora se escribe Ui (s) como la serie de potencias (3.7),

Ui (s) =
∞
∑

n=0

cns
n, (3.7)

sustituyendo (3.7) en (3.6),

∞
∑

n=0

cns
n = 1− σs

(

∞
∑

n=0

cns
n

)−1

. (3.8)

Para determinar los coeficientes de la serie se sigue el procedimiento de la sección

2.3. Antes de poder hacer la comparación de los términos en (3.8), se debe obtener una

expresión de W (s).

Al denotar W (s) = (
∑∞

n=0 cns
n)

−1
=
∑∞

n=1wns
n, es claro que Ui (s)W (s) = 1,

entonces,
(

∞
∑

n=0

cns
n

)(

∞
∑

n=0

wns
n

)

= 1. (3.9)

La ecuación (3.9) es una convolución, al desarrollar las sumatorias y seguir el procedi-

miento dado en el anexo A.1, se obtiene las fórmulas para los coeficientes de la serie
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inversa.

w0 =
1

c0
wn = − 1

c0

n−1
∑

j=0

wjcn−j. (3.10)

Sustituyendo (3.10) en (3.8),

∞
∑

n=0

cns
n = 1− σs

∞
∑

n=0

wns
n

c0 + c1s+ c2s
2 + c3s

3 + ... = 1− σs
(

w0 + w1s+ w2s
2 + w3s

3 + ...
)

c0 + c1s+ c2s
2 + c3s

3 + ... = 1− σw0s− σw1s
2 − σw2s

3 − σw3s
4 + ...

Igualando los coeficientes se tiene,

c0 = 1

c1 = −σw0

c2 = −σw1

c3 = −σw2

...

cn+1 = −σwn

...

Aśı se tiene la expresión general (3.11), para los coeficientes de la serie Ui (s).

cn+1 = −σwn. (3.11)

Los coeficientes de la serie Ui (s) dependen de los coeficientes wn−1 para n ≥ 1, por lo

que hay que calcular los coeficientes de la serie inversa. De (3.11) se tiene,

w1 = − 1

c0
w0c1

w2 = − 1

c0

1
∑

j=0

wjc2−j = − 1

c0
(w0c2 + w1c1)

w3 = − 1

c0

2
∑

j=0

wjc3−j = − 1

c0
(w0c3 + w1c2 + w2c1)
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w4 = − 1

c0

3
∑

j=0

wjc4−j = − 1

c0
(w0c4 + w1c3 + w2c2 + w3c1)

w5 = − 1

c0

4
∑

j=0

wjc5−j = − 1

c0
(w0c5 + w1c4 + w2c3 + w3c2 + w4c1)

w6 = − 1

c0

5
∑

j=0

wjc5−j = − 1

c0
(w0c6 + w1c5 + w2c4 + w3c3 + w4c2 + w5c1) .

En este punto, se hace el cálculo recursivo de los coeficientes cn.

Se inicia con n = 0, usando la ecuación (3.10) para w0.

c0 = 1

w0 =
1

c0
= 1.

Para n = 1.

c1 = −σw0 = −σ (1) = −σ

w1 = − 1

c0
w0c1 = −1

1
(1) (−σ) = σ

Para n = 2.

c2 = −σw1 = − (σ) (σ) = −σ2

w2 = − 1

c0
(w0c2 + w1c1) = −1

1

(

(1)
(

−σ2
)

+ (σ) (−σ)
)

= 2σ2

Para n = 3.

c3 = −σ
(

2σ2
)

= −2σ3

w3 = − 1

c0
(w0c3 + w1c2 + w2c1)

= −1

1

(

(1)
(

−2σ3
)

+ (σ)
(

−σ2
)

+
(

2σ2
)

(−σ)
)

= 5σ3
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Para n = 4.

c4 = −σ
(

5σ3
)

= −5σ4

w4 = − 1

c0
(w0c4 + w1c3 + w2c2 + w3c1)

= −1

1

(

(1)
(

−5σ4
)

+ (σ)
(

−2σ3
)

+
(

2σ2
) (

−σ2
)

+
(

−5σ3
)

(−σ)
)

= 4σ4

Para n = 5.

c5 = −σw4 = −σ
(

4σ4
)

= −4σ5

w5 = − 1

c0
(w0c5 + w1c4 + w2c3 + w3c2 + w4c1)

= −1

1

(

(1)
(

−4σ5
)

+ (σ)
(

−5σ4
)

+
(

2σ2
) (

−2σ3
)

+
(

5σ3
) (

−σ2
)

+
(

14σ4
)

(−σ)
)

= 32σ5

Para n = 6.

c6 = −σw5 = −σ
(

32σ5
)

= −32σ6

La serie Ui (s) tiene la forma

Ui (s) = c0 + c1s+ c2s
2 + c3s

3 + c4s
4 + c5s

5 + c6s
6

= 1− σs− σ2s2 − 2σ3s− 5σ4s4 − 4σ5s5 − 32σ6s6.

Ahora, se debe aproximar la serie Ui (s) a una función racional R (s) de la forma

(3.12), siguiendo el procedimiento descrito en sección 2.4.

R (s) =
a0 + a1s+ a2s

2 + . . .+ aLs
L

b0 + b1s + b2s2 . . .+ bMsM
. (3.12)

De modo que para la aproximación de orden dos, L = M = 2, se tiene que:

c0 + c1s + c2s
2 + c3s

3 + c4s
4 + c5s

5 =
a0 + a1s+ a2s

2

b0 + b1s+ b2s2
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multiplicando por b0 + b1s+ b2s
2 y realizando las operaciones en el lado izquierdo,

(

c0 + c1s+ c2s
2 + c3s

3 + c4s
4 + c5s

5
) (

b0 + b1s+ b2s
2
)

= a0 + a1s+ a2s
2

b0c0 + b0c1s+ b0c2s
2 + b0c3s

3 + b0c4s
4 + b0c5s

5+ =

b1c0s+ b1c1s
2 + b1c2s

3 + b1c3s
4 + b1c4s

5 + b1c5s
6+ =

b2c0s
2 + b2c1s

3 + b2c2s
4 + b2c3s

5 + b2c4s
6 + b2c5s

7 =

agrupando

b0c0 + (b0c1 + b1c0) s+ (b0c2 + b1c1 + b2c0) s
2+ = a0 + a1s+ a2s

2

(b0c3 + b1c2b2c1) s
3 + (b0c4 + b1c3 + b2c2) s

4+ =

(b0c5 + b1c4 + b2c3) s
5 + (b1c5 + b2c4) s

6 + b2c5s
7 =

igualando los coeficientes de s0, s1, s2, s3 y s4 se tiene los dos sistemas de ecuaciones

(3.13) y (3.14),


















b0c0 = a0

b0c1 + b1c0 = a1

b0c2 + b1c1 + b2c0 = a2

(3.13)







b0c3 + b1c2 + b2c1 = 0

b0c4 + b1c3 + b2c2 = 0.
(3.14)

como b0 = 1, al resolver primero el sistema (3.14) se obtienen los valores de b1 y b2. Al

sustituir dichos valores en el sistema (3.13) se obtienen los parámetros de a0, a1, y a2.

Para resolver el sistema (3.14) se escribe,

b1c2 + b2c1 = −c3

b1c3 + b2c2 = −c4
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usando la regla de Cramer,

b1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−c3 c1

−c4 c2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c2 c1

c3 c2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
−c2c3 + c1c4
c22 − c1c3

b2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c2 −c3

c3 −c4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c2 c1

c3 c2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
−c2c4 + c23
c22 − c1c3

sustituyendo b1 y b2 en el sistema (3.13),

a0 = c0

a1 = c1 + c0
−c2c3 + c1c4
c22 − c1c3

a2 = c2 +
−c2c3 + c1c4
c22 − c1c3

c1 +
−c2c4 + c23
c22 − c1c3

Finalmente se obtiene la función racional que aproxima la serie

Ui (s) ≈ a0 + a1s+ a2s
2

b0 + b1s + b2s2
=

c0 +
(

c1 + c0
−c2c3+c1c4
c2
2
−c1c3

)

s+
(

c2 +
−c2c3+c1c4
c2
2
−c1c3

c1 +
−c2c4+c2

3

c2
2
−c1c3

)

s2

1 +
(

−c2c3+c1c4
c2
2
−c1c3

)

s+
(

−c2c4+c2
3

c2
2
−c1c3

)

s2

=
(c0c

2
2 − c0c1c3) + (c1c

2
2 − c3c

2
1 + c0c4c1 − c0c3c2) s+ (c4c

2
1 − 2c1c2c3 + c32 − c4c2 + c23) s

2

(c22 − c1c3) + (c1c4 − c2c3) s+ (c23 − c2c4) s2

Escribiendo los coeficientes de la función en términos de σ,

b1 =
−c2c3 + c1c4
c22 − c1c3

=
− (−σ2) (−2σ3) + (−σ) (−5σ4)

(−σ2)2 − (−σ) (−2σ3)
= −3σ

b2 =
−c2c4 + c23
c22 − c1c3

=
− (−σ2) (−5σ4) + (−2σ3)

2

(−σ2)2 − (−σ) (−2σ3)
= σ2

a0 = b0c0 = 1

a1 = b0c1 + b1c0 = (1) (−σ) + (−3σ) (1) = −4σ

a2 = b0c2 + b1c1 + b2c0 = (1)
(

−σ2
)

+ (−3σ) (−σ) +
(

σ2
)

(1) = 3σ2

con los valores de los coeficientes, la función racional queda en la forma (3.15),

Ui (s) ≈
1− 4σs+ 3σ2s2

1− 3σs+ σ2s2
. (3.15)
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Para comprobar la validez de lo realizado se supone un sistema HVDC que tiene los

parámetros del cuadro 3.1, se calcula el valor de la tensión en el inversor, y se compara

con el valor exacto. En la sección 3.4 se valida el método con el sistema de prueba dado

en [8], tomando en cuenta el modo de operación del sistema HVDC.

Cuadro 3.1: Parámetros del sistema.

Variable Valor
RL 0,1
Rcr 0,09549
Rci 0,09549
Pi 0,75
Vr 1,2

Con los parámetros del sistema, del cuadro 3.1, se puede calcular el valor de la

transformación σ = PiRL/V
2
r = 5. 208 333 33×10−2. Sustituyendo los valores en (3.15)

se obtiene,

Ui (s) ≈
8. 138 020 823× 10−3s2 − 0,208 333 333 2s+ 1,0

2. 712 673 608× 10−3s2 − 0,156 249 999 9s+ 1,0

Al evaluar en s = 1, se tiene el valor numérico de relación de tensiones,

Ui ≈ 0,944 878 8617.

Recordando que Ui =
Vi

Vr

, entonces,

Vi = VrUi = (1,2) (0,944 878 861 7) = 1,133 854 634.

Cálculo del valor exacto de Vi

En este caso particular, al ser un modelo HVDC de dos estaciones convertidoras, el

valor exacto de Vi se puede obtener al resolver la ecuación (3.5) en forma algebráica, y

multiplicar por Vr.

Para determinar el valor exacto se parte de la ecuación 3.5

Ui = 1− σU−1
i
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ahora se multiplica ambos lados por Ui,

U2
i = Ui − σ.

Al reescribir se obtiene:

U2
i − Ui + σ = 0.

La última ecuación es cuadrática, cuyo resultado es:

Ui =
1

2
± 1

2

√
1− 4σ.

El valor exacto de Ui, se obtiene al sustituir el valor σ = PiRL/V
2
r = 5. 208 333 33×

10−2,

Ui,exacto =
1

2
+

1

2

√
1− 4σ

=
1

2
+

1

2

√

1− 4 (5. 208 333 33× 10−2)

= 0,944 878 260 5

Vi,exacto = (Ui,exacto) (Vr)

= (0,944 878 260 5) (1,2)

= 1. 133 853 912 6.

De esta forma, el valor Vi,exacto, se usa para obtener los porcentajes de error, del

cuadro 3.2.

Comparación con el valor exacto

El cuadro 3.2, muestra los resultados de la aproximación de Padé. Estos cálculos se

realizaron programando en Matlab, una subrutina que determina los coeficientes de la

serie de potencias y la función racional, y cuyos detalles se encuentran en el anexo A.2.
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Cuadro 3.2: Aproximaciones de Padé para Vi.

Orden Vi Error %
[1, 1] 1,1340659341 1,9× 10−2

[2, 2] 1,133854634 6,4× 10−5

[3, 3] 1,1338539151 2,2× 10−7

[4, 4] 1,1338539126 7,4× 10−10

[5, 5] 1,1338539126 2,5× 10−12

A partir del cuadro 3.2, la primera columna corresponde al orden de la aproximación

de Padé, la segunda, a los valores de Vi obtenidos con la aproximación y la tercera

columna al porcentaje de error con respecto al valor exacto de Vi.

De esta forma, el ciclo for de Matlab para el cálculo de los coeficientes de la serie

de potencias se muestra a continuación.

for j = 2:2 * N+2
if 2* N+2<j

c(j) = c;
W(j) = W;

else
c(j) = -o * W(j-1); % Coef de serie U(s)
W(j) = -W * transp(flip(c(2:j))); % Coef de serie W(s)
end

end

La aproximación de Padé en Matlab, se realizó por medio del código siguiente.

% Calculo de los coeficientes del denominador
for i = 1:N

for k=1:N
A(i,k) = c(N+k-i+1);
cL(k) = flip((c(N+k+1)));

F = flip(A);
ct = transpose(cL);

end
end

% Calculo de los coeficientes del numerador
B = transpose(CoefDen);
C = [c(1:N+1)];
a = conv(C,B);
CoefNum = [a(1:N+1)];
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El código completo se muestra en el anexo A.2.

Cálculo de las variables ai, φi y Qdi

El cálculo de las otras variables, se realiza dependiendo de las variables especificadas de

acuerdo a los modos de operación. Por ejemplo, si el modo de operación especifica a γ,

se puede obtener la razón de transformación ai. Esto se logra a partir de las ecuaciones

(3.16) y (3.17).

Vi = Vdi cos γ − RciId. (3.16)

Vdi =
3
√
2

π
aivaci. (3.17)

Sustituyendo (3.17) en (3.16), se tiene:

Vi =
3
√
2

π
aivaci cos γ − RciId,

Al despejar ai, se obtiene:

ai =
π

3
√
2

Vi +RciId
vaci cos γ

(3.18)

La corriente Id se obtiene por la relación (3.2), que se transcribe en la ecuación (3.19),

Id =
Vr − Vi

RL
. (3.19)

Al obtener ai, el valor de Vdi queda determinado por (3.17) y aśı se puede obtener

φi, por la relación (3.20), y la potencia reactiva, se determina con (3.21).

φi = cos−1 Vi

Vdi
. (3.20)

Qdi = Pdi tanφi. (3.21)
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Cálculo de las variables ar, φr y Qdr

En el caso de las variables del rectificador, si se especifica el ángulo α, el procedimiento

es análogo. Se puede determinar las variables intercambiando i por r en las ecuaciones

(3.16), (3.17), (3.18), (3.20) y (3.21).

El valor de Vr se determina por

Vr = Vdr cosα− RcrId (3.22)

donde Vdr se obtiene de (3.17) cambiando el ı́ndice i por r,

Vdr =
3
√
2

π
arvacr. (3.23)

La relación de transformación se obtiene con

ar =
π

3
√
2

Vr +RcrId
vacr cosα

. (3.24)

El ángulo del factor de potencia φr y la potencia reactiva Qdr se determinan por

φr = cos−1 Vr

Vdr
. (3.25)

Qdr = Pdr tanφr. (3.26)

3.3 Cálculo de la tensión en el rectificador

En la sección 3.2, se determinó el procedimiento para encontrar la tensión del inversor,

cuando se especifican la corriente Id y la tensión Vr del rectificador. Sin embargo, lo

común es que sea la tensión del inversor la que se especifica, por lo que, la tensión del

rectificador es la que se debe determinar. En esta sección se demuestra que el método

de Inclusión Holomórfca, tamb́ıen permite determinar la tensión del rectificador, en los

casos que se requiera.

Para determinar la tensión Vr se parte nuevamente de la relación (3.2) para la

corriente,
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Id =
Vr − Vi

RL

. (3.27)

Id = −Vi − Vr

RL

Pr

Vr

= −Vi − Vr

RL

.

Multiplicando por
RL

Vr
se obtiene,

PrRL

V 2
r

= −Vi

Vr
+ 1.

Reescribiendo se obtiene la ecuación (3.28),

−PrRL

V 2
i

V 2
i

V 2
r

=
Vi

Vr

− 1. (3.28)

Usamos las transformaciones (3.29), en (3.28) y se reescribe para obtener la ecuación

(3.30),

Ur =
Vr

Vi
σ = −PrRL

V 2
i

(3.29)

σ
(

U−1
r

)2
= U−1

r − 1

σU−2
r = U−1

r − 1

1 = U−1
r − σU−2

r

Ur = 1− σU−1
r (3.30)

La ecuación (3.30) tiene la misma forma que la obtenida para Ui, (ecuación 3.5). Esto

quiere decir que, las ecuaciones para obtener los coeficientes de la serie Ur (s), son las

mismas que para el caso de Ui (s), y la función racional tiene la misma forma, bajo las

transformaciones 3.29, aśı, para determinar el valor Ur, solo se debe cambiar el i por r

en la ecuación (3.15) y evaluar s = 1, de donde el valor numérico de Vr se obtiene al

multiplicar Ur por Vi.
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Según lo anterior, la función racional para Ur es,

Ur (s) ≈
1− 4σs+ 3σ2s2

1− 3σs+ σ2s2
. (3.31)

El hecho de que se puede determinar tanto Vi como Vr, se debe a linealidad de

I = f (V ) y la forma en que se ha escogido las transformaciones Ui y Ur. En estas

relaciones, el denominador es un valor constante y el numerador es la variable.

En el caso de la transformación σ = −PRL

V 2
i

, si en lugar de la potencia, se especifica

la corriente, esta sigue siendo válida, si se escribe como:

σ = −PrRL

V 2
i

= −(Pi +RLId)RL

V 2
i

= −PiRL

V 2
i

− R2
LId
V 2
i

.

Al sustituir
Pi

Vi
= Id se tiene:

σ = −RL

Vi

Id −
R2

LId
V 2
i

. (3.32)

Si el modo de operación del sistema especifica a Id y Vi, (o γ y ai), es posible

determinar Vr, a partir de las ecuaciones (3.31) y (3.32).

3.4 Validación del método propuesto con el

sistema de prueba

En la figura 3.3, se muestra el sistema de prueba usado para validar el método de Inclu-

sión Holomórfica, en el cálculo de flujo de potencia en sistemas HVDC. Los parámetros

del sistema, se muestran en el cuadro 3.3.

Cuadro 3.3: Parámetros del sistema de prueba, [8].

ar = ai = 0,9
RL = 0,05

Xcr = Xci = 0,1

El sistema de prueba consta de cuatro barras y dos estaciones convertidoras. El

modo de operación especifica a las variables γ, Id, ai y ar. Como los objetivos de este
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trabajo están centrados en la parte de corriente continua de los sistemas HVDC, las

tensiones en las barras de las estaciones convertidoras no se calculan, esto quiere decir,

que se usan los valores como se dan en [8].

Vt1 d1

RLId

Vd1 Vd2

Vt2 d2E1 0 E2 

1 : a1 a2 : 1

y20
y10

z1 z2

PL1, QL1 PL2, QL2

z12

PL3

d3

Figura 3.3: Esquema del sistema de prueba. Tomado de [8].

Como el modo de operación del sistema de la figura 3.3, incluye las variables espe-

cificadas Id = 1,0, γ = 18◦, ar = ai = 0,9 [8], primero se realiza el cálculo de Vi, por

medio de la ecuación (3.16),

Vi =
3
√
2

π
aivaci cos γ −RciId

=
3
√
2

π
(0,9) (0,992) cos (18◦)−

(

3× 0,1

π

)

(1)

= 1.0511993097.

Ahora se puede determinar el valor de la transformación σ, con la ecuación (3.32).

σ = −RL

Vi
Id −

R2
LId
V 2
i

= − 0,05

1. 051 199 309 7
(1)− (0,05)2 (1)

(1. 051 199 309 7)2

= −4. 982 712 172 4× 10−2.

Sustituyendo el valor de σ en (3.31), la función Ur (s) queda en la forma (3.33),
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Ur (s) ≈
1 + 0,199 308 486 90s+ 7. 448 226 177 9× 10−3s2

1 + 0,149 481 365 17s+ 2. 482 742 059 3× 10−3s2
. (3.33)

Al evaluar (3.33) en s = 1,

Ur ≈ 1,0475645079.

El valor de Vr es,

Vr = UrVi = 1,0475645079× 1,0511993097 = 1,1011990876.

El valor exacto de Vr, se determinó como en la sección 3.2, para compararlo con el

obtenido mediante el método de Inclusión Holomórfica. El cuadro 3.4, se muestra el

valor de Vr obtenido con varios órdenes de la aproximación de Padé, aśı como, el

porcentaje de error respectivo, al valor exacto.

Ur,exacto =
1

2
+

1

2

√

1− 4 (−4,9827121724× 10−2) = 1,0475647192

Vr,exacto = Ur,exactoVi = 1. 047 564 719 2× 1,0511993097 = 1. 101 199 309 7

Cuadro 3.4: Aproximaciones de Padé.

Orden Vr Error %
[1, 1] 1,1010915585 9,8× 10−3

[2, 2] 1,1011990875 2,0× 10−5

[3, 3] 1,1011993092 4,2× 10−8

[4, 4] 1,1011993097 8,6× 10−11

[5, 5] 1,1011993097 2,0× 10−13
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Ahora con el valor de Vr, se pueden determinar las demás variables

Vr =
3
√
2

π
arvacr cosα− RcrId ⇒

α = cos−1

(

πVr + πRcrId

3
√
2arvacr

)

=
180

π
arc cos

(

π (1.1011990876) + 3 (0,1) (1)

3
√
2 (0,9) (0,9936)

)

= 7.7237295454◦

Vdr =
3
√
2

π
arvacr =

3
√
2

π
(0,9) (0,9936)

= 1. 207 648 293 8

φr =
180

π
cos−1

(

Vr

Vdr

)

=
180

π
cos−1

(

1.1011990876

1,2076482938

)

= 24.237150251◦

Pr = VrId = 1.1011990876

Qr = VrId cos φr = 1.0041329390

Vdi =
3
√
2

π
aivaci =

3
√
2

π
(0,9) (0,992) = 1,2057036106

φi =
180

π
cos−1

(

Vi

Vdi

)

=
180

π
cos−1

(

1,0511993097

1,2057036106

)

= 29,325019669◦

Pi = ViId = 1,0511993097

Qi = ViId tanφi = 0,59050927841

De esta forma en el cuadro 3.5, se muestra el resumen de los resultados, y en el

cuadro 3.6, se muestra los resultados de [8].
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Cuadro 3.5: Resultados del flujo de potencia con el método de Inclusión Holomórfica

Rectificador Inversor
Vr 1,1011990876 Vi 1,051 199 3097
α 7,7237295454◦ γ 18◦

ar 0,9 ai 0,9
φr 24,237 150 251◦ φi 29,325019669◦

Id 1,0 Id 1,0
Pr 1,1011990876 Pi 1,0511993097
Qr 1,0041329390 Qi 0,59050927841

Cuadro 3.6: Resultados del flujo de potencia dados en [8]. Modo de operación
(Id, γ, ar, ai)

Rectificador Inversor
Vr 1,101 Vi 1,0517
α 7,7◦ γ 18◦

ar 0,9 ai 0,9
φr 23,582◦ φi 28,808◦

Id 1,0 Id 1,0
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3.5 Compración con otros métodos

Con el fin de comparar el método de Inclusión Holomórfica, con otros métodos de

solución de flujo de potencia, en esta sección calcula la tensión Vr, del sistema de

prueba [8], usado en la sección 3.4, con los métodos iterativos de Newton-Raphson y

de Gauss-Seidel.

Los cuadros 3.7 y 3.8 muestran los resultados obtenidos. En ambos cuadros, en la

primera columna se tiene el número de iteración, en la segunda, el valor de Vr, y en la

tercera, el error obtenido en cada iteración. Los cálculos se hicieron programando en

Matlab subrutinas que determinan iterativamente, el valor de Vr, estas se muestran en

los anexos A.3 y A.4.

La exactitud especificada fue de seis decimales para ambos métodos. Con el método

de Newton-Raphson, se alcanza la convergencia en la cuarta iteración, mientras que en

el caso del método de Gauss-Seidel, se requieren seis iteraciones.

El valor obtenido coincide con el valor exacto de Vr, determinado en la sección 3.4

y con el obtenido mediante el método de Inclusión Holomórfica.

El valor de Vr determinado con los métodos iterativos de esta sección, se alcanza con

el método de Inclusión Holomórfica, sin necesidad de usar órdenes altos de aproximación

de Padé, como se puede observar en el cuadro 3.4.

Para alcanzar seis decimales con el método de Inclusión Holomórfica, solo es nece-

sario usar hasta segundo orden de aproximación de la Padé, esto presenta un ahorro

en el tiempo de procesamiento.

Cuadro 3.7: Calculo de Vr mediante el método de Newton-Raphson, con Vr0 = 1,0.

Iteración Vr Error iterativo absoluto
1 1,111993 1,11× 10−1

2 1,101298 1,07× 10−2

3 1,101199 9,90× 10−5

4 1,101199 0
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Cuadro 3.8: Calculo de Vr mediante el método de Gauss-Seidel, con Vr0 = 1,0.

Iteración Vr Error iterativo absoluto
1 1,106259 1,07× 10−1

2 1,100970 5,28× 10−3

3 1,101209 2,39× 10−4

4 1,101198 1,10× 10−5

5 1,101199 1,00× 10−6

6 1,101199 0

Los cuadros 3.9 y 3.10, presentan los resultados al tomar un valor inicial de Vr0 =

1,2. Se puede notar que el número de iteraciones es el mismo que al tomar el valor

inicial Vr0 = 1,0, en el caso del método de Newton-Raphson (cuadro 3.7); sin embargo,

el error es menor.

Para el caso del método de Gauss-Seidel, el número de iteraciones cambia, se re-

quiere una iteración más con respecto al método de Newton-Raphson, (cuadro 3.8).

En ambos casos, y para ambos métodos, se demuestra que según se elija el valor

inicial, la exactitud vaŕıa.

Cuadro 3.9: Calculo de Vr mediante el método de Newton-Raphson, con Vr0 = 1,2.

Iteración Vr Error iterativo absoluto
1 1,108436 9,15× 10−2

2 1,101244 7,19× 10−3

3 1,101199 4,40× 10−5

4 1,101199 0

Cuadro 3.10: Calculo de Vr mediante el método de Gauss-Seidel, con Vr0 = 1,2.

Iteración Vr Error iterativo absoluto
1 1,097082 1,03× 10−1

2 1,101386 4,30× 10−3

3 1,101190 1,96× 10−4

4 1,101199 8,00× 10−6

5 1,101199 0
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En las figuras 3.4 y 3.5, se visualzan las variaciones explicadas en los párrafos

anteriores. En estas se muestra el error absoluto y el número de iteraciones requeridas

al variar el valor inicial. Cada gráfica corresponde al error, variando el valor inicial

desde 1.0 p.u. a 1.2 p.u., en pasos de 0.01 p.u., donde se consideran seis decimales

exactos. Aśı mismo, se puede notar como hay variaciones en el error obtenido.

La variación en el error, indica que se requiere un mayor número de iteraciones,

dependiendo del valor inicial escogido. Esto representa una mayor capacidad de proce-

samiento, y a su vez, una de las desventajas de los métodos iterativos. Por el contrario,

al usar el método de Inclusión Holomórfica, donde el valor inicial no tiene influencia en

el error, ya que, el valor inicial es el correspondiente al valor c0 de la serie de potencias,

el cual se calcula directamente y no es necesario suponer, como se muestra en la figura

3.6. La gráfica de la figura 3.6 se ha construido siguiendo el diagrama de flujo de la

figura 3.1. Usando el código en Matlab del anexo A.2 se especificaron seis decimales en

la solución, según el paso 8 del diagrama de flujo. El programa calcula la aproximación

de Padé de orden uno y verifica la tolerancia. Al no cumplirse la tolerancia, se calcula

la aproximación de Padé de orden dos, y de esta forma, se alcanza los seis decimales

especificados, dando por finalizado el programa, y mostrando el resultado y la gráfica

(figura 3.6).
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Figura 3.4: Error absoluto de Vr al usar el método de Newton-Raphson.
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Figura 3.5: Error absoluto de Vr al usar el método de Gauss-Seidel.
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Figura 3.6: Cálculo de Vr con el método de Inclusión Holomórfica.

En la figura 3.7 se muestran las gráficas del calculo de Vr con los métodos usados,

aśı como el valor exacto obtenido en la seción 3.4. De dicha figura, se nota como el

Método de Inclusión Holomórfica presenta un mejor resultado, desde el primer cálculo

realizado, correspondiente a la aproximación de Padé orden uno, mientras que en la

primera iteración en los métodos de Newton-Raphson y Gauss-Seidel, el valor obtenido

es diferente del valor exacto.

En la segunda iteración, las gráficas de los métodos de Newton-Raphson y de Gauss-

Seidel, aún no alcanzan el valor exacto, mientras que la gráfica del Método de Inclusión

Holomórfica, ya indica el valor exacto.

En el cuadro 3.11 se muestran los tiempos de ejecución de los programas implemen-

tados en Matlab, para los métodos usados en el cálculo de la tensión. El método de

Inclusión Holomórfica requiere menor tiempo que los métodos de Newton-Raphson y

de Gauss-Seidel.
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Newton-Raphson
Gauss-Seidel
Inclusión Holomórfica
Valor exacto

T
en
si
ón

V
r

1 2 3

1.101

1.1015

1.102

1.1025

1.103

1.1035

1.104

1.1045

1.105

Iteración/Orden de Padé

Figura 3.7: Comparación de los métodos usados con el valor exacto.

Método GS NR HELM
Tiempo/s 1.00 0.53 0.33

Cuadro 3.11: Tiempos de ejecución de los programas en Matlab.
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Conclusiones

El método de Inclusión Holomófica permite determinar las tensiones en CC, de las

estaciones convertidoras de forma anaĺıtica. El procedimiento de solución, aunque es

más laborioso, al determinar las ecuaciones necesarias para el cálculo de los coeficientes

de la serie de potencias y para la aproximación de Padé, requiere menos cálculos, al

comprobar la tolerancia especificada, con respecto a los métodos iterativos de Newton-

Raphson y de Gauss-Seidel. Esto se debe a que, los coeficientes de la serie se calculan

en forma recursiva, por lo que no es necesario repetir todo el cálculo para obtener uno

o más términos en la serie.

Otra ventaja del método de Inclusión Holomófica es que no hay dependencia del

valor inicial (figura 3.6), como en el caso de los métodos iterativos (figuras 3.4 y 3.5).

Los errores en la solución son bajos, en comparación con el valor exacto determinado

en la secciones 3.2 y 3.4, para las tensiones Vi y Vr, respectivamente.

Se puede resolver el flujo de potencia con el método de Inclusión Holomófica, aún si

en lugar de la potencia en las estaciones convertidoras, se especifica la corriente, como

se demostró en la secciones 3.3 y 3.4.

Lo anterior quiere decir que, se puede tomar en cuenta los diferentes modos de

operación del sistema de HVDC para resolver el flujo de potencia con el método de

Inclusión Holomófica, partiendo de las transformaciones (3.32) y (3.29).

Recomendaciones

El cálculo de la tensión en CC, se puede agilizar si se inicia calculando un orden mayor a

uno en la aproximación de Padé. Esto es útil, en el caso de tener sistemas con múltiples
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estaciones convertidoras donde se podŕıan requerir una mayor cantidad de cáculos, al

requerir un orden más alto, en la aproximación de Padé.

También es importante tomar en cuenta, los modos de operación del sistema HVDC,

para identificar las variables especificadas y las variables que se deben calcular. En el

caso de que se especifique la corriente, en lugar de la potencia del convertidor, la

transformación sigma usada, deber ser la (3.32) y no la (3.29). Además puede ser

necesarios cálculos preliminares, para determinar Vr o Vi, si no se dan expĺıcitamente,

antes de iniciar el cálculo de la tensión requerida con el método de Inclusión Holomófica.

Para esto, se deben usar las ecuaciones del caṕıtulo 2 y las secciones 3.2 y 3.3.

Trabajos futuros

El método de Inclusión Holomófica puede extenderse a:

• El análsis de flujo de potencia en redes más complejas, como sistemas HVDC con

múltiples estaciones convertidoras.

• El análisis de flujo de potencia en sistemas que son débilmente condicionados,

donde la solución en los métodos numéricos no converja.

• Estabilidad de tensión, para calcular los puntos sobre las curva PV, incluyendo los

puntos de inestabilidad, que no son posibles de calcular por métodos numéricos.
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A Anexos

A.1 Cálculo del producto de las series V (s) y W (s)

Para obtener V (s)W (s) se escribe

V (s) =
∞
∑

n=0

cns
n = c0 + c1s+ c2s

2 + c3s
3 + · · ·+ cns

n + · · · (A.1)

W (s) =
∞
∑

n=0

wns
n = w0 + w1s+ w2s

2 + w3s
3 + · · ·+ wns

n + · · · (A.2)

al realizar los productos se obtiene

V (s)W (s) =

(

∞
∑

n=0

cns
n

)(

∞
∑

n=0

wns
n

)

=
(

c0 + c1s+ c2s
2 + c3s

3 + · · ·+ cns
n + · · ·

)

·
(

w0 + w1s+ w2s
2 + w3s

3 + · · ·+ wns
n + · · ·

)

Realizando las multiplicaciones de cada sumando cks
k, k = 0, 1, 2, . . . , n, . . . por cada

wms
m, m = 0, 1, 2, . . . , n, . . . se tiene

c0wms
m = c0w0 + c0w1s+ c0w2s

2 + c0w3s
3 + · · ·+ c0wns

n + · · ·
c1swms

m = c1w0s+ c1w1s
2 + c1w2s

3 + c1w3s
4 + · · ·+ c1wns

n+1 + · · ·
c2s

2wms
m = c2w0s

2 + c2w1s
3 + c2w2s

4 + c2w3s
5 + · · ·+ c2wns

n+2 + · · ·
c3s

3wms
m = c3w0s

3 + c3w1s
4 + c3w2s

5 + c3w3s
6 + · · ·+ c3wns

n+3 + · · ·
...

cnwms
m = cnw0s

n + cnw1s
n+1 + cnw2s

n+2 + cnw3s
n+3 + · · ·+ cnwns

n+n + · · ·
...

66



A Anexos 67

agrupando las potencias de s,

(c1w0 + c0w1) s = s

1
∑

j=0

wjc1−j

(c2w0 + c1w1 + c0w2) s
2 = s2

2
∑

j=0

wjc2−j

(c3w0 + c2w1 + c1w2 + c0w3) s
3 = s3

3
∑

j=0

wjc3−j

...

(cnw0 + · · ·+ c0wn) s
n = sn

n
∑

j=0

wjcn−j

...

por lo que el producto da como resultado,

V (s)W (s) =

(

∞
∑

n=0

cns
n

)(

∞
∑

n=0

wns
n

)

= c0w0 + s

1
∑

j=0

wjc1−j + s2
2
∑

j=0

wjc2−j

+s3
3
∑

j=0

wjc3−j + · · ·+ sn
n
∑

j=0

wjcn−j + · · ·

=
∞
∑

n=0

(

n
∑

j=0

wjcn−j

)

sn.

El resultado anterior es el usado en las secciones 2.3 y 3.2.
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A.2 Programa en Matlab para resolver el flujo de

potencia en sistemas HVDC

clear all; clc;
syms s
Pi = 0.75;
Qi = 0.577983;
vaci = 0.992;
Xcr = 0.1;
Xci = 0.1;
Rcr = 3 * Xcr/pi;
Rci = 3 * Xci/pi;
RL = 0.1;
Vr = 1.2;

o = (Pi * RL)/(Vr^2); %Transformacion sigma

N = input( 'Digite el orden de la aproximacion [N/N] ' );
NumDec = input( 'Digite la cantidad de cifras significativas ' );

while NumDec<=1
disp( 'Digite un valor mayor a 1' )
NumDec = input( 'Digite la cantidad de cifras significativas ' );

end

c = zeros(2 * N+2,1);
W = zeros(2 * N+1,1);

c = [1];
W = [1];

for j = 2:2 * N+2
if 2* N+2<j

c(j) = c;
W(j) = W;

else
c(j) = -o * W(j-1);
W(j) = -W * transp(flip(c(2:j)));

end
end

% Vector de coeficientes de la serie
c;
disp([ 'Los coeficientes de la serie de potencias son: /n' , num2str(c)])
disp( 'La serie de potencias U(s) es:' )
U(s) = vpa(poly2sym(flip(c),s),NumDec);
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vpa(U(s),NumDec)

% Aproximacion de Pade
% Calculo de los coeficientes del denominador (CoefDen)

for i = 1:N
for k=1:N

A(i,k) = c(N+k-i+1);
cL(k) = flip((c(N+k+1)));
F = flip(A);
ct = transpose(cL);

end
end

CoefDen = flip([-inv(F) * ct; 1]);
PolDen = vpa(poly2sym(flip(CoefDen),s),NumDec);

% Calculo de los coeficientes del numerador
B = transpose(CoefDen);
C = [c(1:N+1)];
a = conv(C,B);
CoefNum = [a(1:N+1)];
PolNum = vpa(poly2sym(flip(CoefNum),s),NumDec);
disp([ 'La proximacion de Pad de orden ' , num2str(N), ' es:' ])
Pade = vpa(PolNum/PolDen,NumDec)

% Valor numerico de la tension
disp( 'Valor numerico de la tension es:' )
U = vpa(subs(Pade,1),NumDec)
Vi = vpa(Vr * U,NumDec)
Id = (Vr - Vi)/R

Vrect = Vr - Rcr * Id;
Vinv = Vi - Rci * Id;

Uiexacto = 0.5 + 0.5 * (sqrt(1-4 * o));
Viexacto = Uiexacto * Vr;

Error = vpa(100 * abs((Viexacto - Vi))/Viexacto,2)

%Angulo de factor de potencia
phi = atan(Qi/Pi);
phiGra = (180/pi) * atan(Qi/Pi);

%Relacion de tranformacion
ai = (pi/(3 * sqrt(2))) * ((Vi - Rci * Id)/(vaci * cos(phi)))

%Angulo inversor
gamma = (180/pi) * vpa(acos((pi * Vi)/(3 * sqrt(2) * ai * vaci)))
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A.3 Programa en Matlab para el método de

Newton-Raphson

clear all; clc;
syms Vr;
RL = 0.05;
Vi = 1.0511993097;
Id = 1;
a = -(RL/Vi) * Id -((RL/Vi)^2) * Id;
Pr = Vi * Id + RL * Id;
f = Vr^2 - Vr * Vi - RL * Pr;
derf = diff(f);

Vrant = input( 'Digite el valor inicial ' );

m = input( 'Digite la cantidad de decimales ' );

Tolerancia = 1/(10^(m+1));
Figure1=figure(1);clf;
set(Figure1, 'defaulttextinterpreter' , 'latex' );

tic
for k = 1:100

x(k) = k;
Vr = vpa(subs(Vrant - f/derf,Vrant))
Vr = vpa(Vr - rem(Vr,10^-m));
ErrorVrIterativo = (abs(Vr-Vrant));
ErrorVrIterativo = vpa(ErrorVrIterativo - rem(ErrorVrIt erativo,10^-m));
Vrant = Vr;
Vrect(k,1) = Vr;
Iteracion(k,1) = k;
Error(k,1) = ErrorVrIterativo;
y(k) = Error(k,1);

%ylim([-0.001 .01])
%xlim([2.5 4])

%grid on
%legend(num2str(Vec))
hold on
if ErrorVrIterativo < Tolerancia

break
end
Vrant = Vr;

end
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%Muestra el resultado con la cantidad de decimales requerid as
Vr = vpa(Vr - rem(Vr,10^-m));
Resultado = [Iteracion,Vrect,Error]
toc
plot(x,y)
fprintf( 'El número de iteraciones es: %f \n' , k);

xlabel( 'k' , 'FontSize' ,12);
ylabel( 'Error iterativo absoluto' , 'FontSize' ,12);
text(3.1,.09, '\framebox{$1\leq V_{r0} \leq 1.2$}' , 'FontSize' ,12);
set(gca, 'Units' , 'normalized' , 'FontWeight' , 'normal' , 'FontSize' ,12)

grid on
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A.4 Programa en Matlab para el método de

Gauss-Seidel

clear all; clc;
syms Vr;
RL = 0.05;
Vi = 1.0511993097;
Id = 1;
a = -(RL/Vi) * Id -((RL/Vi)^2) * Id;
GL = 1/RL;
Pr = Vi * Id + RL * Id;

Vrant = input( 'Digite el valor inicial ' );

m = input( 'Digite la cantidad de decimales ' );
Tolerancia = 1/(10^(m+1));

Figure1=figure(1);clf;
set(Figure1, 'defaulttextinterpreter' , 'latex' );
tic
for k = 1:100

x(k) = k;

Vr = vpa(subs((1/GL) * (Pr/Vr + GL * Vi),Vrant));
Vr = vpa(Vr - rem(Vr,10^-(m)));
ErrorVrIterativo = (abs(Vr-Vrant));
%Muestra el resultado con la cantidad de decimales requerid as
ErrorVrIterativo = vpa(ErrorVrIterativo - rem(ErrorVrIt erativo,10^-(m)));
Vrant = Vr;
Vrect(k,1) = Vr;
Iteracion(k,1) = k;
Error(k,1) = ErrorVrIterativo;
y(k) = Error(k,1);

%legend(num2str(Vec))

if ErrorVrIterativo < Tolerancia
break

end
Vrant = Vr;

end
Vr = vpa(Vr - rem(Vr,10^-m));

fprintf( 'El número de iteraciones es: %f \n' , k);

%Muestra el resultado con la cantidad de decimales requerid as
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Resultado = [Iteracion,Vrect,Error]
toc
plot(x,y)
xlabel( 'k' , 'FontSize' ,12);
ylabel( 'Error iterativo absoluto' , 'FontSize' ,12);
text(4.5,.09, '\framebox{$1\leq V_{r0} \leq 1.2$}' , 'FontSize' ,12);
set(gca, 'Units' , 'normalized' , 'FontWeight' , 'normal' , 'FontSize' ,12)

grid on
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